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3ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû. Â ñîâðåìåí-
íîé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî áîëüøîå ìå-
ñòî çàíèìàåò òåîðèß ïëîñêèõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, îäíî èç íàïðàâ-
ëåíèé êîòîðûõ ñâßçàíî ñ èçó÷åíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé.
Ïåðâûå èññëåäîâàíèß ïî êâàçèêîíôîðìíûì îòîáðàæåíèßì ïîßâèëèñü îêî-
ëî 80 ëåò íàçàä è ïðèíàäëåæàò Ì. À. Ëàâðåíòüåâó è Ã. Ãðåòøó. Â ðàáîòàõ
Ë. Àëüôîðñà, È. Í. Âåêóà è Á. Â. Áîßðñêîãî áûëè èññëåäîâàíû êâàçèêîíôîðì-
íûå îòîáðàæåíèß ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè. Èìè áûëè óñòàíîâëåíû òåî-
ðåìû ñóùåñòâîâàíèß òàêîãî ðîäà îòîáðàæåíèé è êîìïàêòíîñòè èõ ñåìåéñòâ.
C íà÷àëà 60-õ ãîäîâ àêòèâíî ðàçâèâàåòñß òåîðèß ïðîñòðàíñòâåííûõ êâà-
çèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, Â. Ì. Ìèêëþêîâ, À. Â. Ñû÷åâ,
Þ. Ã. Ðåøåòíßê, Á. Â. Øàáàò).
Íàðßäó ñ 𝐾 - êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèßìè â ðàáîòàõ îòå÷åñòâåí-
íûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ: Ë. Àëüôîðñà, Ï. Ï. Áåëèíñêîãî, Á. Â. Áîßðñêîãî,
À. À. Âàøàðèíà, Â. ß. Ãóòëßíñêîãî, Â. È. Êðóãëèêîâà, Ñ. Ë. Êðóøêàëß,
Á. Å. Ëåâèöêîãî, Â. Ì. Ìèêëþêîâà, È. Ï. Ìèòþêà, À. Ï. Ìèõàéëîâà,
È. Ñ. Îâ÷èííèêîâà, Â. È. Ðßçàíîâà, Ã. Ä. Ñóâîðîâà, Å. À. Ùåðáàêîâà, K. Astala,
G. R. David, J. J. Gergen, E. W. Stredulinsky, U. Srebro, E. Yakubov, O. Martio è
äð.,  èçó÷àëèñü êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèß ñ íåîãðàíè÷åííûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè.
Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ðàáîòà Ï. Ï. Áåëèíñêîãî î ñó-
ùåñòâîâàíèè ðåøåíèé âûðîæäàþùåãîñß óðàâíåíèß Áåëüòðàìè.
Á. Â. Áîßðñêèì, íàðßäó ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðåøåíèß óðàâíåíèß Áåëüòðàìè ñ
äâóìß êîìïëåêñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (1957 ã.):
𝑓𝑧 = 𝜇 (𝑧) 𝑓𝑧 + 𝜈 (𝑧) 𝑓𝑧, (1)
ñ îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêîé 𝐾 (𝑧),
𝐾 (𝑧) :=
1 + |𝜇 (𝑧)|+ |𝜈 (𝑧)|
1− |𝜇 (𝑧)| − |𝜈 (𝑧)| ,
ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå 𝐾 - êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàäàþò
óëó÷øåííûìè ñâîéñòâàìè èíòåãðèðóåìîñòè. Íåäàâíî (2008 ã.) Á. Â. Áîßðñêèì
è äð. äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôíîãî ðåøåíèß 𝑓 (𝑧) óðàâíåíèß (1),
ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó 𝑊 1,𝑠𝑙𝑜𝑐 , 𝑠 ∈ [1, 2).
Â. Í. Ìîíàõîâûì (1961 ã.) âïåðâûå ìåòîäàìè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæå-
íèé áûëè äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß çàäà÷ íåëèíåéíîé ôèëü-
4òðàöèè æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.
Ó÷åíèêîì È. È. Äàíèëþêà À. Èãëèêîâûì (1968 ã.) áûëî èçó÷åíî êëàññè-
÷åñêîå óðàâíåíèå Áåëüòðàìè ñ âûðîæäåíèåì âî âíóòðåííåé òî÷êå åäèíè÷íîãî
êðóãà è ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè âûðîæäåíèß åãî ðåøåíèå
îáëàäàåò ðàçëè÷íûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Å. À. Ùåðáàêîâûì (íà÷èíàß ñ 1969 ã.) èçó÷àëèñü êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðà-
æåíèß, îñóùåñòâëßåìûå ðåøåíèßìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè ñ ðàç-
ëè÷íûìè ñëó÷àßìè âûðîæäåíèß. Èì áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñó-
ùåñòâîâàíèß òàêèõ îòîáðàæåíèé, îñíîâàííûé íà òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëß
âûðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Â ðàáîòàõ Ã. Ä. Ñóâîðîâà, È. Ñ. Îâ÷èííèêîâà, Â. Ì. Ìèêëþêîâà è èõ
ó÷åíèêîâ îáîáùàåòñß ïðèíöèï äëèíû è ïëîùàäè íà îñíîâå òåîðèè íåëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðåçóëüòàòîì èõ èññëåäîâàíèé ñòàëè îöåí-
êè ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè è îòêðûòîñòè ñåìåéñòâ êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ã. Í. Ïîëîæèé â 60-õ ãîäàõ èçó÷àë îáùóþ òåîðèþ 𝑝 - è (𝑝, 𝑞) - àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èì áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèß ïî ïîñòðîåíèþ èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé 𝑝 - àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ñ âåñîì
𝑝 = 𝑥𝑘 (𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0). Îñíîâíîå âíèìàíèå Ã. Í. Ïîëîæèé óäåëßë âîïðîñàì
ïðèëîæåíèß ðàçâèâàåìîé èì îáùåé òåîðèè â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.
Â ðàáîòàõ Ï. Ï. Áåëèíñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ (1974 ã.) èçó÷àëèñü êâàçè-
êîíôîðìíûå â ñðåäíåì îòîáðàæåíèß êîëåö. Èìè áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëü-
íûå ôóíêöèè äëß îòîáðàæåíèé êîëåö è óñòàíîâëåíû ìîäóëè ðàâíîñòåïåííîé
íåïðåðûâíîñòè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé â ñðåäíåì. Â íàøåé äèññåðòà-
öèè ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì îòîáðàæåíèé êîëåö
íåò îòîáðàæåíèé êðîìå 𝐾  êâàçèêîíôîðìíûõ, êîòîðûå ýêñòðåìàëüíî âñßêîå
ïîäêîëüöî èç 𝐶𝑟1 := {𝑧 ∈ C : 𝑟 < |𝑧| < 1} ïåðåâîäßò íà ïîäêîëüöî èç 𝐶𝜌1.
Â íàñòîßùåå âðåìß â ðàáîòàõ Â. ß. Ãóòëßíñêîãî, Î. Ìàðòèî, Ò. Øóãàâû,
Ì. Âóîðèíåíà, Â. È. Ðßçàíîâà, Â. Ì. Ìèêëþêîâà, Á. Â. Áîßðñêîãî,
Þ. Ã. Ðåøåòíßêà è äð. èçó÷àåòñß ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèß êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, êàê â ïëîñêîì, òàê è ïðî-
ñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå.
Â ðàáîòå Ó. Ñðåáðî è Ý. ßêóáîâà (1997 ã.) èçó÷àåòñß ñëó÷àé âûðîæäå-
íèß âíóòðè îáëàñòè, äëß êîòîðîãî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå 𝑓 (𝑧) óðàâíåíèß
Áåëüòðàìè ïðèíàäëåæèò 𝑊 1,2𝑙𝑜𝑐 .
K. Astala (2009 ã.) èññëåäîâàë ñâîéñòâà îáùèõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé ïëîñêîñòè íà ñåáß ñ èíòåãðèðóåìîé õàðàêòåðèñòèêîé. Â ÷àñòíîñòè, èì
ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðßäêà ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìû â C, êðîìå òîãî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, âíå êîòîðîãî ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì.
5Óðàâíåíèå Áåëüòðàìè âòîðîãî ðîäà
𝑓𝑧 = 𝜈 (𝑧) 𝑓𝑧, (2)
èìååò ïðèëîæåíèß âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à òàêæå èãðàåò
çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè.
Â. ß. Ãóòëßíñêèì è Â. È. Ðßçàíîâûì (2011 ã.) èññëåäóþòñß ïðîáëåìû ëî-
êàëüíîãî ïîâåäåíèß êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè è ñâßçàííûå
ñ íèì âîïðîñû ãðàíè÷íîãî ñîîòâåòñòâèß. Ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî
ñëó÷àþ, êîãäà êîìïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè ßâëßþòñß àïïðîêñèìàòèâíî íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèßìè. Çäåñü ïðèâîäßòñß ßâíûå ðåøåíèß óðàâíåíèß Áåëüòðàìè
äëß ñëó÷àåâ, êîãäà êîìïëåêñíàß õàðàêòåðèñòèêà 𝜇 ßâëßåòñß ïðîèçâîëüíîé èç-
ìåðèìîé ôóíêöèåé, íî çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé
𝑥 = 𝑅𝑒𝑧 èëè 𝑦 = 𝐼𝑚𝑧, ëèáî |𝜇| èëè arg 𝜇. Äëß ýòèõ ðåøåíèé àâòîðàìè ïîëó÷å-
íû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß, ïîäûíòåãðàëüíàß ïëîòíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò
îò ôóíêöèè 𝜇 (𝑧). Â íàøåé äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèß ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî âòîðîãî ïîðßäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Ïðè ýòîì ïîäûíòåãðàëüíàß ïëîòíîñòü çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé ýòèõ ðåøåíèé.
Â. Ì. Ìèêëþêîâûì, Ã. Ä. Ñóâîðîâûì, Î. Ìàðòèî, Ó. Ñðåáðî è äð. â ðàçíûå
ãîäû áûëà îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèß ïðîèçâîäíûõ ïåð-
âîãî ïîðßäêà ðåøåíèß îò ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèß ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðßäêà
õàðàêòåðèñòèê.
Â. ß. Ãóòëßíñêèì, Â. È. Ðßçàíîâûì, Ó. Ñðåáðî, Ý. ßêóáîâûì (2012 ã.) èçó-
÷àëèñü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèß, åäèíñòâåííîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
óðàâíåíèß Áåëüòðàìè. Èìè, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ãîìåîìîðôíîå
ðåøåíèå 𝑓 (𝑧) ýòîãî óðàâíåíèß ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè 𝐷 ⊂ C
õàðàêòåðèñòèêîé 𝐾 (𝑧), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó 𝑊 1,1𝑙𝑜𝑐 (𝐷). Áîëåå òîãî, åñëè
𝐾 (𝑧) ∈ 𝐿𝑝𝑙𝑜𝑐 (𝐷), 𝑝 ∈ [1,∞], òî 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑠𝑙𝑜𝑐 (𝐷), 𝑠 = 21+𝑝−1 .
Â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèß
ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðßäêà ðåøåíèß îò ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèß ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðßäêà õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèß. Íàìè áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà
èíòåãðèðóåìîñòè ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëåííîãî êëàññà îáùèõ êâàçèêîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé, ßâëßþùèõñß ðåøåíèßìè âûðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì â äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîèçâîäíûå âåñîâûõ ôóíêöèé
îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè èíòåãðèðóåìîñòè. Ïðè ýòîì â äèññåðòàöèè
àâòîðà ïðîèçâåäåíû íå ëîêàëüíûå (ãëîáàëüíûå) îöåíêè ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðßäêà, à ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðßäêà ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò
âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Ñ. Ë. Ñîáîëåâà. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàþò
èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß äëß ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðßäêà, èìåþùèå, õî-
6òß è èçâåñòíûé âèä, íî ßâëßþùèåñß ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíûìè èç-çà òîãî, ÷òî,
àïðèîðè, íåèçâåñòíà èíòåãðèðóåìîñòü ïëîòíîñòåé ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â òàêèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèßõ.
Íåñìîòðß íà îáèëèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè îáùèõ êâàçèêîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, ìíîãèå ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû ïî ñèþ ïîðó îñòà-
þòñß íåðàçðåøåííûìè. Ýòî îïðåäåëßåò àêòóàëüíîñòü äàííîé ðàáîòû.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèß ßâëßþòñß êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèß 𝑤 =
𝑢+ 𝑖𝑣 ñ íåîãðàíè÷åííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè 𝐾 (𝑧), îñóùåñòâëßþùèå òîïîëî-
ãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà 𝐵1 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} íà ñåáß.
Îáúåêòîì íàñòîßùåãî èññëåäîâàíèß ßâëßþòñß âûðîæäàþùèåñß íà ãðà-
íè÷íîì ìíîæåñòâå Γ0 åäèíè÷íîãî êðóãà 𝐵1, Γ := 𝜕𝐵1, ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòå-
ìû: {︂
𝑝𝑢𝑥 + 𝑞𝑢𝑦 = 𝑣𝑦,
−𝑞𝑢𝑥 + 𝑝𝑢𝑦 = −𝑣𝑥, 𝑝 = 𝑝 (𝑧) , 𝑞 = 𝑞 (𝑧) , (3)
ðåøåíèß êîòîðûõ íàçûâàþò (𝑝, 𝑞) - àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèßìè.
Âî âñåé ðàáîòå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 𝑝 (𝑧), 𝑞 (𝑧) ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåí-
íûì óñëîâèå D: ïóñòü ôóíêöèè 𝑝, 𝑞 : ?¯?1 → R, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
è íåîòðèöàòåëüíû íà ìíîæåñòâå ?¯?1∖Γ0 è â îêðåñòíîñòè Γ0 óäîâëåòâîðßþò
óñëîâèßì:
𝑎1𝑑𝑖𝑠𝑡
𝛼 (𝑧,Γ0) ≤ 𝑝 (𝑧) ≤ 𝑎2𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼 (𝑧,Γ0) ,
𝑏1𝑑𝑖𝑠𝑡
𝛼−1 (𝑧,Γ0) ≤ |∇𝑝 (𝑧)| ≤ 𝑏2𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼−1 (𝑧,Γ0) ,
𝑐1𝑑𝑖𝑠𝑡
2𝛼 (𝑧,Γ0) ≤ 𝑞 (𝑧) ≤ 𝑐2𝑑𝑖𝑠𝑡2𝛼 (𝑧,Γ0) ,
𝑑1𝑑𝑖𝑠𝑡
2𝛼−1 (𝑧,Γ0) ≤ |∇𝑞 (𝑧)| ≤ 𝑑2𝑑𝑖𝑠𝑡2𝛼−1 (𝑧,Γ0) ,
0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝑎1 < 𝑎2, 0 < 𝑏1 < 𝑏2, 0 < 𝑐1 < 𝑐2, 0 < 𝑑1 < 𝑑2.
Öåëüþ èññëåäîâàíèß ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
òèïà È. Í. Âåêóà è J. J. Gergen, F. G. Dressel äëß ðåøåíèé âûðîæäàþùèõñß
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (3) è äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîèç-
âîäíûõ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì.
Îñíîâíûå ïîëîæåíèß, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé âûðîæäà-
þùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêèå îòîá-
ðàæåíèß êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, îáëàäàþùèõ èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèß-
ìè òèïà È. Í. Âåêóà è J. J. Gergen, F. G. Dressel.
2. Ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß äëß ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé âû-
ðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêèå
îòîáðàæåíèß êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, âïëîòü äî âòîðîãî ïîðßäêà âêëþ÷èòåëüíî.
73. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îöåíêå ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ ñ âåñîâîé ôóíê-
öèåé, íåîãðàíè÷åííîé â ãðàíè÷íîé òî÷êå 𝑧0 è íà ãðàíè÷íîé äóãå Γ0.
4. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèß âûðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñó-
ùåñòâëßþùèå òîïîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, ïðèíàä-
ëåæàò êëàññè÷åñêèì è âåñîâûì ñåìåéñòâàì ïðîñòðàíñòâ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà
ñ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíüþ èíòåãðèðóåìîñòè, ÷åì áûëî èçâåñòíî.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ßâëß-
þòñß íîâûìè è ïîäòâåðæäåíû äîêàçàòåëüñòâàìè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Îñíîâíûå ïîëîæåíèß äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñ ïî-
ìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé È. Í. Âåêóà è J. J. Gergen, F. G. Dressel,
¾âåñîâîé¿ òåîðåìû âëîæåíèß, êðèòåðèß Âèíåðà, òåîðèè ñèíãóëßðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è äðóãèõ ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðèìåíß-
þòñß ïðîâåðåííûå è ñòðîãî îáîñíîâàííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèß; îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêàçàíû è îïóáëèêîâàíû.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, çàïîëíßß îïðåäåëåííûé ïðîáåë â òåîðèè âû-
ðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß ïîëó-
÷åíèß íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì ðàçäåëå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè äîëîæå-
íû íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ïåðñïåêòèâà-2009¿ (ã. Íàëü÷èê, ÊàáÁÃÓ, 2009 ã.); íà ñòó-
äåí÷åñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ
íàóê (ã. Êðàñíîäàð, ÊóáÃÓ, 2009 ã., 2012 ã.); íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåä-
ðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (ã. Êðàñíîäàð, ÊóáÃÒÓ, 2009 - 2012 ã.); íà VIII
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé èíòåðíåò-êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû è
ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèß íàóêè â íà÷àëå òðåòüåãî òûñß÷åëåòèß â ñòðàíàõ ÑÍÃ¿
(ã. Ïåðåßñëàâëü-Õìåëüíèöêèé, 26-28 ôåâðàëß 2013 ã.); íà 4-é ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû. Îáùàß òîïîëîãèß. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèß¿ (ã. Ìîñêâà,
ÐÓÄÍ, 25-29 ìàðòà 2013 ã.); íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç è
âû÷èñëèòåëüíàß ãåîìåòðèß¿ (ã. Âîëãîãðàä, ÂîëÃÓ, 13 ìàß 2013 ã.); íà íàó÷-
íîì ñåìèíàðå ¾Ãåîìåòðè÷åñêàß òåîðèß ôóíêöèé¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, 21 ìàß 2013 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò, ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîòû [1-3] îïóáëèêîâàíû â æóð-
íàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] Å. À. Ùåðáàêîâó
8ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, èäåß ðåøåíèß è ëåììà î ïîâåäåíèè ñèíãó-
ëßðíîãî èíòåãðàëà ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, íåîãðàíè÷åííîé â îäíîé
ãðàíè÷íîé òî÷êå 𝑧0 êðóãà 𝐵1. Ðåàëèçàöèß èäåè ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ïðèíàäëåæèò Þ. Â. Òåðåíòüåâîé. Ðàáîòû [6, 8] íîñßò ñîâìåñòíûé õàðàêòåð.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ, çàêëþ÷åíèß è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû (150 íàèìåíîâàíèé), èçëî-
æåíà íà 120 ñòàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà (106 ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà
è 14 ñòðàíèö ëèòåðàòóðû).
ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäóåìîé òåìàòèêå, îáîñíîâà-
íû àêòóàëüíîñòü, öåëü, íàó÷íàß íîâèçíà, îñíîâíûå ïîëîæåíèß, âûíîñèìûå íà
çàùèòó, òåîðåòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåíû ñâåäå-
íèß îá àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ, î ïóáëèêàöèßõ ïî òåìå äèññåðòàöèè, îá îáúåìå
è ñòðóêòóðå ðàáîòû, îòðàæåí âêëàä àâòîðà â ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèß.
Ãëàâà 1 ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ 𝑝 - àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 𝑤 (𝑧), ßâëßþ-
ùèõñß ðåøåíèßìè ñèñòåì (3) ïðè 𝑞 (𝑧) ≡ 0, îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå êðóãà 𝐵1 íà ñåáß ñ íîðìèðîâêîé:
𝑤 (𝑧0) = 𝑖, 𝑤 (𝑧1) = −𝑖, 𝑤 (𝑧2) = 𝑤2, 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑤2 ∈ 𝜕𝐵1, (4)
𝑧0 ̸= 𝑧1 ̸= 𝑧2, 𝑤2 ̸= 𝑖, 𝑤2 ̸= −𝑖,
â ñëó÷àå âûðîæäåíèß íà ãðàíè÷íîì ìíîæåñòâå Γ0 = {𝑧0}.
Ïåðåõîäß ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì, çàïèøåì ñèñòåìó (3) ïðè 𝑞 (𝑧) ≡ 0
â ñëåäóþùåì âèäå:
𝑤𝑧 = 𝜈 (𝑧)𝑤𝑧, 𝜈 (𝑧) :=
1− 𝑝 (𝑧)
1 + 𝑝 (𝑧)
. (5)
Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà 𝐾 (𝑧),
𝐾 (𝑧) :=
|𝑤𝑧|+ |𝑤𝑧|
|𝑤𝑧| − |𝑤𝑧| ,
îòîáðàæåíèß 𝑤 (𝑧), ßâëßþùåãîñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (5), èìååò âèä:
𝐾 (𝑧) =
1
𝑝 (𝑧)
,
è ôóíêöèß 𝑝 (𝑧) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D, òî â òî÷êå 𝑧0 ôóíêöèß 𝐾 (𝑧) íå
ßâëßåòñß îãðàíè÷åííîé. Ïîýòîìó òàêèå îòîáðàæåíèß íå ßâëßþòñß 𝐾 - êâà-
çèêîíôîðìíûìè íè äëß êàêîé êîíñòàíòû 𝐾 ∈ R â ?¯?1. Òàêèå îòîáðàæåíèß
9íàçîâåì îáùèìè êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèßìè, à ñîîòâåòñòâóþùóþ èì
ñèñòåìó (3) - âûðîæäàþùåéñß. Ñèñòåìà (3) ïðè ýòîì íå ßâëßåòñß ðàâíîìåðíî
ýëëèïòè÷åñêîé.
Ñëåäóþùàß òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ßâëßåòñß
èçâåñòíîé (Â. È. Êðóãëèêîâ, Â. Ì. Ìèêëþêîâ, È. Ï. Ìèòþê, Å. À. Ùåðáàêîâ),
íî â íàøåé ðàáîòå ïðèâîäèòñß èíîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé ïîçâîëèë
ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß äëß ðåøåíèé ñèñòåì (3).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèß 𝑝 (𝑧) èç ñèñòåìû (3) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D,
â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1, Γ0 = {𝑧0}, 𝑧0 ∈ 𝜕𝐵1, 𝑞 (𝑧) ≡ 0, è äîïóñêàåò ïðîäîëæå-
íèå â C ôóíêöèåé, ßâëßþùåéñß 𝐴2 (C) - âåñîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå 𝑤 (𝑧) óðàâíåíèß (5), íåïðåðûâíîå âïëîòü äî ãðàíèöû 𝐵1, íîðìè-
ðîâàííîå óñëîâèåì (4), ßâëßþùååñß êâàçèêîíôîðìíûì â ñðåäíåì òîïîëîãè÷å-
ñêèì îòîáðàæåíèåì êðóãà 𝐵1 íà ñåáß. Äëß ôóíêöèè 𝜔 (𝑧) = 𝑝 (𝑧)𝑢 (𝑧) + 𝑖𝑣 (𝑧)
è å¼ ïðîèçâîäíîé 𝜔𝑧 (𝑧) èìåþò ìåñòî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß òèïà
J. J. Gergen, F. G. Dressel â êðóãå 𝐵1:
𝜔 (𝑧) = Φ (𝑧)− 1
2𝜋
∫︁∫︁
𝐵1
[︂
𝜔𝜁 (𝜁)
𝜁 − 𝑧 +
𝑧
𝑧𝜁 − 1𝜔𝜁 (𝜁)
]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂, (6)
𝜔𝑧 (𝑧) = Φ
′ (𝑧)− 1
2𝜋
∫︁∫︁
𝐵1
[︃
𝜔𝜁 (𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2 +
𝜔𝜁 (𝜁)(︀
𝑧𝜁 − 1)︀2
]︃
𝑑𝜉𝑑𝜂, (7)
Φ (𝑧) =
1
2𝜋
∫︁
Γ
𝐼𝑚𝜔 (𝜁) 𝑑𝑡 +
𝑖
2𝜋
∫︁
Γ
𝜁 + 𝑧
𝜁 − 𝑧𝑅𝑒𝜔 (𝜁) 𝑑𝑡, 𝜁 = 𝑒
𝑖𝑡, 𝜔𝜁 = 𝑝𝜁𝑢.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áûë èñïîëüçîâàí êðèòåðèé Âèíåðà ðåãóëßð-
íîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê ôóíêöèé 𝑢 (𝑧), 𝑣 (𝑧) â çàäà÷àõ Äèðèõëå äëß âûðîæäà-
þùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:(︂
1
𝑝
𝑣𝑥
)︂
𝑥
+
(︂
1
𝑝
𝑣𝑦
)︂
𝑦
= 0, 𝑣 (𝑧)|𝜕𝐵1 = 𝐼𝑚 Φ (𝑧)|𝜕𝐵1 , (8)
(𝑝𝑢𝑥)𝑥 + (𝑝𝑢𝑦)𝑦 = 0, 𝑢 (𝑧)|𝜕𝐵1 =
{︂ √︀
1− 𝑣2 (𝑧), 𝑧 ∈ Γ0,
−√︀1− 𝑣2 (𝑧) , 𝑧 ∈ 𝜕𝐵1∖Γ0, (9)
êîòîðûå ßâëßþòñß ñëåäñòâèßìè ñèñòåìû (3) ïðè 𝑞 (𝑧) ≡ 0.
Íàìè îáîáùåí ðåçóëüòàò È. Í. Âåêóà î ïîâåäåíèè 𝐼𝛼𝛽 - èíòåãðàëîâ íà ñëó-
÷àé ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, íåîãðàíè÷åííîé
íà ãðàíè÷íîì ìíîæåñòâå Γ0, ïðåäñòàâëßþùåå ñîáîé â ãëàâå 1 òî÷êó 𝑧0. Ïóñòü
𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝜁,Γ0)  ðàññòîßíèå îò òî÷êè 𝜁 äî Γ0.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 𝑡 (𝜁) := 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝜁,Γ0)
𝛼−1 , 𝑧0 ∈ 𝜕𝐵1, 0 < 𝛼 < 1, è 𝑟 = 𝑟 (𝜁) -
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îãðàíè÷åííàß â êðóãå 𝐵1 ôóíêöèß, 𝑧 ∈ 𝐵1, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂. Òîãäà⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁
𝐵1
𝑡 (𝜁) 𝑟 (𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2 𝑑𝜉𝑑𝜂
⃒⃒⃒⃒
≤ 1
𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑧,Γ0)
1−𝛼𝐴 (𝑧) ,
ãäå 𝐴 (𝑧) ∈ 𝐿𝑝 (𝐵1), ∀𝑝, 𝑝 > 1.
Äàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïîëó÷èòü óëó÷øåííûå èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé 𝑢 (𝑧), 𝑣 (𝑧) îòîáðàæåíèß 𝑤 (𝑧), ßâëßþùåãîñß ðåøåíèåì
ñèñòåìû (3) â ñëó÷àå âûðîæäåíèß íà Γ0 = {𝑧0}.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèß 𝑝 (𝑧) èç ñèñòåìû (3) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
D, â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1, Γ0 = {𝑧0}, 𝑧0 ∈ 𝜕𝐵1, 𝑞 (𝑧) ≡ 0, è ñóùåñòâóþò
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðßäêà â ?¯?1, òàêèå, ÷òî:
𝑝𝑥 (𝑧)√︀
𝑝 (𝑧)
,
𝑝𝑦 (𝑧)√︀
𝑝 (𝑧)
∈ 𝐿2+𝑙 (𝐵1) , 𝑙 > 0,
è âåñ 𝑝 (𝑧) äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå â C ôóíêöèåé, ßâëßþùåéñß 𝐴2 (C) - âåñîì.
Ïóñòü 𝑤 (𝑧) = 𝑢(𝑧) + 𝑖𝑣(𝑧) - êâàçèêîíôîðìíîå â ñðåäíåì îòîáðàæåíèå èç
òåîðåìû 1, ßâëßþùååñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (5) â 𝐵1, íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì
(4). Òîãäà ôóíêöèè 𝑢 (𝑧), 𝑣 (𝑧) ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì ïðîñòðàíñòâ:
𝑣 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝜏1 (︀𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼* (𝑧, 𝑧0) , 𝐵1)︀ , 𝜏1 = 2 (2 + 𝛼*)
2− 𝛼 , 𝛼
* ∈ [−𝛼; 0] ; (10)
𝑣(𝑧) ∈ 𝑊 1,𝜏2(𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼**(𝑧, 𝑧0), 𝐵1), 𝜏2 = 2(2− 𝛿)(2 + 𝛼
**)
4− 4𝛼 + 𝛼𝛿 , (11)
𝛼** ∈
[︂
𝛼 (2− 𝛿)
𝛼− 2 ; 0
]︂
;
𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑞1 (︀𝑑𝑖𝑠𝑡𝑘1 (𝑧, 𝑧0) , 𝐵1)︀ , 𝑞1 = 2 (2 + 𝛼*) (2− 𝛿 + 𝑘1)
(2 + 𝛼) (2 + 𝛼*) + 𝛿 (𝛼− 2) , (12)
𝛿 − 2 < 𝑘1 < 4𝛼 + 𝛼
* (2 + 𝛼)
2− 𝛼 ;
𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑞2 (︀𝑑𝑖𝑠𝑡𝑘2 (𝑧, 𝑧0) , 𝐵1)︀ , 𝑞2 = 2 (2− 𝛿) (2 + 𝛼**) (2− 𝛿 + 𝑘2)
(4− 𝛼𝛿) (2 + 𝛼**) + 𝛿 (4𝛼− 𝛼𝛿 − 4) , (13)
𝛿 − 2 < 𝑘2 < 4𝛼 (2− 𝛿) + 𝛼
** (4− 𝛼𝛿)
4− 4𝛼 + 𝛼𝛿 ;
ãäå 𝛿, 0 < 𝛿 < 1, - ôèêñèðîâàííàß êîíñòàíòà.
Äëß âû÷èñëåíèß ïîêàçàòåëß 𝜏1 â äàííîé òåîðåìå áûëè èñïîëüçîâàíû äîêà-
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çàííûå íàìè èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß òèïà È. Í. Âåêóà:
𝑣𝑧𝑧 (𝑧) = 𝐹
′
(𝑧)− 1
4𝜋
∫︁∫︁
𝐵1
𝑓(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2𝑑𝜉𝑑𝜂, (14)
𝑓(𝜁) =
𝑝𝜉(𝜁)
𝑝(𝜁)
𝑣𝜉(𝜁) +
𝑝𝜂(𝜁)
𝑝(𝜁)
𝑣𝜂(𝜁),
äëß íàõîæäåíèß ïîêàçàòåëß 𝜏2 ìû ïðèìåíèëè òåîðåìó 2 ê äîêàçàííûì íàìè
èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèßì òèïà È. Í. Âåêóà äëß 𝜔(𝑧) è 𝜔𝑧(𝑧) â 𝐵1:
𝜔 (𝑧) = 𝑅 (𝑧)− 1
𝜋
∫︁∫︁
𝐵1
𝜔𝜁(𝜁)
𝜁 − 𝑧 𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝜔𝑧 (𝑧) = 𝑅
′ (𝑧)− 1
𝜋
∫︁∫︁
𝐵1
𝜔𝜁(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2𝑑𝜉𝑑𝜂, (15)
ãäå 𝐹 (𝑧), 𝑅 (𝑧) - àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå 𝐵1 ôóíêöèè.
Ñðàâíèâàß ïîêàçàòåëè 𝜏1 è 𝜏2, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ñêîðîñòßõ âûðîæäå-
íèß 𝛼, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, è ìàëîì 𝛿, âûñîêóþ ñòåïåíü ñóììèðó-
åìîñòè ïðîèçâîäíûõ 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 äàåò ïîêàçàòåëü 𝜏2, åñëè æå 𝛼 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê
íóëþ, òî áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü èíòåãðèðóåìîñòè äàåò ïîêàçàòåëü 𝜏1. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (10), (11) ñîâïàäàþò ëèøü, êîãäà 𝛼 = 23−𝛿 , 𝛼
* = 𝛼**,
à ïðîñòðàíñòâà (12), (13)  ïðè 𝑘1 = 𝑘2,
𝛼* =
𝛼**
(︀−4𝛼 + 8𝛿 − 2𝛼𝛿 + 𝛼𝛿2 − 2𝛿2)︀+ 4 (𝛿 − 2) (𝛼− 𝛿)
2𝛼** (𝛼− 𝛿) + 𝛼 (2− 𝛿)2 .
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ 𝑝 - àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ßâëßþùèõñß
ðåøåíèßìè ñèñòåì (3) ïðè 𝑞 (𝑧) ≡ 0, îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, íîðìèðîâàííûõ óñëîâèßìè:
𝑤 (𝑧1) = 𝑖, 𝑤 (𝑧2) = −𝑖, 𝑤 (𝑧3) = 𝑤3, (16)
𝑧3, 𝑤3 ∈ 𝜕𝐵1∖Γ¯0, 𝑧1 ̸= 𝑧2 ̸= 𝑧3, 𝑤3 ̸= 𝑖, 𝑤3 ̸= −𝑖, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝜕𝐵1,
â ñëó÷àå âûðîæäåíèß íà ãðàíè÷íîé äóãå Γ0,
Γ0 = {𝑧 ∈ 𝜕𝐵1 : arg 𝑧2 ≤ arg 𝑧 ≤ arg 𝑧1} , arg 𝑧1 − arg 𝑧2 ≤ 2𝜋. (17)
Â ãëàâå 2 íàìè äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé ñèñòåìû (3) ïðè 𝑞 (𝑧) ≡ 0, âûðîæäàþùåéñß íà ãðàíè÷íîé äóãå Γ0.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü â ñèñòåìå (3) ôóíêöèß 𝑝 (𝑧) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D,
â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1, Γ0  ãðàíè÷íàß äóãà (17), 𝑞 (𝑧) ≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝐾𝑛 - êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé {𝑤𝑛},
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𝑤𝑛 (𝑧) = 𝑢𝑛 (𝑧) + 𝑖𝑣𝑛 (𝑧) , 𝐾𝑛 = sup
𝑧∈𝐵1
1
𝑝𝑛 (𝑧)
, 𝑝𝑛 (𝑧) := 𝑝
(︂(︂
1− 1
𝑛
)︂
𝑧
)︂
,
ñõîäßùàßñß ðàâíîìåðíî âíóòðè 𝐵1 âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî
ïîðßäêà ê åäèíñòâåííîìó êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèþ 𝑤 (𝑧) êðóãà 𝐵1 íà
ñåáß, íåïðåðûâíîìó âïëîòü äî ãðàíèöû, ßâëßþùåìóñß ðåøåíèåì ñèñòåìû (3),
óäîâëåòâîðßþùåìó íîðìèðîâêå (16). Ïðè ýòîì äëß ôóíêöèè 𝜔 = 𝑝𝑢 + 𝑖𝑣 è
å¼ ïðîèçâîäíîé 𝜔𝑧 èìåþò ìåñòî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß J. J. Gergen,
F. G. Dressel (6), (7) â êðóãå 𝐵1, à â ñëó÷àå, êîãäà 1/2 < 𝛼 < 1, èìåþò ìåñòî
òàêæå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß È. Í. Âåêóà (15).
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (14), (15), à òàêæå òåîðåìû 2, äî-
êàçàííîé íàìè è äëß ñëó÷àß, êîãäà Γ0 - ãðàíè÷íàß äóãà (17), ïîëó÷åí îäèí èç
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 îá óëó÷øåííûõ ñâîéñòâàõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèé 𝑣 (𝑧), 𝑢 (𝑧), ßâëßþùèõñß ðåøåíèßìè ñèñòåìû (3).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèß 𝑝 (𝑧) èç ñèñòåìû (3) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
D, â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1, Γ0 - ãðàíè÷íàß äóãà (17), 𝑞 (𝑧) ≡ 0. Ïóñòü 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣
- êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, ßâëßþùååñß ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (3) â êðóãå 𝐵1, íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì (16). Òîãäà ïðîèçâîäíûå êîîð-
äèíàòíûõ ôóíêöèé 𝑢 (𝑧), 𝑣 (𝑧) ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì ïðîñòðàíñòâ:
𝑣 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝑡1 (𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼1 (𝑧,Γ0) , 𝐵1) , 𝑡1 = 4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)
5− 3𝛼 + 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2 , (18)
𝛼1 ∈
[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝛿 − 𝛿2
𝛼 + 𝛿 − 3 ; 0
]︂
;
𝑣 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝑡2 (𝐵1) , 𝑡2 = 1− 𝛿
(1− 𝛼) (1 + 𝛿); (19)
𝑢 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝑠 (︀𝑑𝑖𝑠𝑡𝑘 (𝑧,Γ0) , 𝐵1)︀ , 𝛿− 1 < 𝑘 < 4𝛼 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)
5− 3𝛼 + 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2 +𝛼1, (20)
𝑠 =
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1) (1− 𝛿 + 𝑘)
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)𝛼 + (5− 3𝛼 + 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2) (1− 𝛿 + 𝛼1);
ãäå 𝛿, 0 < 𝛿 < 1 - ôèêñèðîâàííàß êîíñòàíòà.
ßñíî, ÷òî ïðè ñêîðîñòè âûðîæäåíèß 𝛼, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê íóëþ, è ìà-
ëîì 𝛿, ïðîèçâîäíûå 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 ñóììèðóåìû ñî ñòåïåíüþ 𝑡1 (18). Åñëè æå ñêîðîñòü
𝛼 áëèçêà ê åäèíèöå è êîíñòàíòà 𝛿  ìàëà, áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü èíòåãðèðó-
åìîñòè ïðîèçâîäíûõ 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 äàåò ïîêàçàòåëü 𝑡2 (19). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâà (18) è (19) ñîâïàäàþò ëèøü ïðè 𝛼1 = 0 è 𝛼 =
3+10𝛿−𝛿2
5+9𝛿 .
Ãëàâà 3 ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ (𝑝, 𝑞) - àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ßâëßþùèõñß
ðåøåíèßìè ñèñòåì âèäà (3), îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêèå îòîáðàæåíèß
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êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, óäîâëåòâîðßþùèõ íîðìèðîâêå (16) â ñëó÷àå âûðîæäåíèß íà
ãðàíè÷íîé äóãå Γ0 (17).
Çàïèøåì ñèñòåìó (3) â êîìïëåêñíîé ôîðìå:
𝑤𝑧 = 𝜈 (𝑧)𝑤𝑧, (21)
𝜈 (𝑧) :=
1− 𝑝2 (𝑧)− 𝑞2 (𝑧) + 2𝑖𝑞 (𝑧)
𝑞2 (𝑧) + (1 + 𝑝 (𝑧))2
,
ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòèêà 𝐾 (𝑧) îòîáðàæåíèß 𝑤 (𝑧) èìååò âèä:
𝐾 (𝑧) =
√︁
(1 + 𝑝 (𝑧))2 + 𝑞2 (𝑧) +
√︁
(1− 𝑝 (𝑧))2 + 𝑞2 (𝑧)√︁
(1 + 𝑝 (𝑧))2 + 𝑞2 (𝑧)−
√︁
(1− 𝑝 (𝑧))2 + 𝑞2 (𝑧)
.
Òàê êàê ôóíêöèè 𝑝 (𝑧) è 𝑞 (𝑧) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ D, òî â òî÷êàõ äóãè
Γ0 õàðàêòåðèñòèêà 𝐾 (𝑧) íå îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ñèñòåìà (3) âûðîæäàåòñß â
òî÷êàõ Γ0. Äëß òàêèõ îòîáðàæåíèé íàìè áûëà äîêàçàíà
Òåîðåìà 6. Ïóñòü â óðàâíåíèè (21) ôóíêöèè 𝑝, 𝑞 : ?¯?1 → R óäîâëåòâîðßþò
óñëîâèþ D, â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝐾𝑛
- êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé {𝑤𝑛} , 𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛,
𝐾𝑛 := sup
𝑧∈𝐵1
1 + |𝜈𝑛 (𝑧)|
1− |𝜈𝑛 (𝑧)| , 𝑝𝑛 (𝑧) := 𝑝
(︂(︂
1− 1
𝑛
)︂
𝑧
)︂
, 𝑞𝑛 (𝑧) := 𝑞
(︂(︂
1− 1
𝑛
)︂
𝑧
)︂
,
ñõîäßùàßñß ðàâíîìåðíî âíóòðè 𝐵1 âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî
ïîðßäêà ê åäèíñòâåííîìó êâàçèêîíôîðìíîìó îòîáðàæåíèþ 𝑤 (𝑧) = 𝑢(𝑧) +
𝑖𝑣(𝑧) êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, íåïðåðûâíîìó âïëîòü äî ãðàíèöû 𝐵1, ßâëßþùåìóñß
ðåøåíèåì ñèñòåìû (3) è íîðìèðîâàííîìó óñëîâèåì (16). Ïðè ýòîì â êðóãå 𝐵1
äëß ôóíêöèè 𝑊 (𝑧) = 𝑈 (𝑧) + 𝑖𝑉 (𝑧),
𝑊 :=
𝑝2 + 𝑞2
𝑝
𝑢− 𝑞
𝑝
𝑣 + 𝑖𝑣,
è å¼ ïðîèçâîäíîé 𝑊𝑧 (𝑧) èìåþò ìåñòî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß (6), (7)
òèïà J. J. Gergen, F. G. Dressel, ïðè 1/2 < 𝛼 < 1 èìåþò ìåñòî òàêæå
ïðåäñòàâëåíèß òèïà È. Í. Âåêóà (15), â êîòîðûõ
𝑊𝑧 (𝑧) =
(︂
𝑝2 (𝑧) + 𝑞2 (𝑧)
𝑝 (𝑧)
)︂
𝑧
𝑢(𝑧)−
(︂
𝑞 (𝑧)
𝑝 (𝑧)
)︂
𝑧
𝑣 (𝑧) .
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 áûë èñïîëüçîâàí êðèòåðèé Âèíåðà ïðè
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èññëåäîâàíèè ðåãóëßðíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê ôóíêöèé 𝑢 (𝑧), 𝑣 (𝑧) â çàäà÷àõ
Äèðèõëå äëß âûðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:(︂
𝑝𝑣𝑥 − 𝑞𝑣𝑦
𝑝2 + 𝑞2
)︂
𝑥
+
(︂
𝑞𝑣𝑥 + 𝑝𝑣𝑦
𝑝2 + 𝑞2
)︂
𝑦
= 0, 𝑣 (𝑧)|𝜕𝐵1 = 𝐼𝑚 Φ (𝑧)|𝜕𝐵1 ,
(𝑝𝑢𝑥 + 𝑞𝑢𝑦)𝑥 + (−𝑞𝑢𝑥 + 𝑝𝑢𝑦)𝑦 = 0, 𝑢 (𝑧)|𝜕𝐵1 =
{︂ √︀
1− 𝑣2 (𝑧), 𝑧 ∈ Γ0,
−√︀1− 𝑣2 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝜕𝐵1∖Γ0,
êîòîðûå ßâëßþòñß ñëåäñòâèßìè ñèñòåìû (3).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ßâëßåòñß òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè ïðî-
èçâîäíûõ 𝑣𝑧, 𝑢𝑧 ðåøåíèé âûðîæäàþùåéñß íà äóãå Γ0 ñèñòåìû (3).
Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèè 𝑝, 𝑞 : ?¯?1 → R èç ñèñòåìû (3) óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèþ D, â êîòîðîì 0 < 𝛼 < 1. Ïóñòü òàêæå 𝑤 (𝑧) åñòü êâàçèêîíôîðì-
íîå îòîáðàæåíèå, ßâëßþùååñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (21) â êðóãå 𝐵1, íîðìè-
ðîâàííîå óñëîâèåì (16). Òîãäà ôóíêöèè 𝑣 (𝑧), 𝑢 (𝑧) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì
ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì Ñ. Ë. Ñîáîëåâà:
𝑣 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝑝1 (𝑑𝑖𝑠𝑡𝛼1 (𝑧,Γ0) , 𝐵1) , 𝑝1 = 2 (2− 𝜀) (2 + 𝛼1)
5− 3𝛼− 𝜀 + 𝛼𝜀 , (22)
𝛼1 ∈
[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝜀 + 𝜀
𝛼− 3 ; 0
]︂
;
𝑣 (𝑧) ∈ 𝑊 1,𝑝2 (𝐵1) , 𝑝2 = 1− 𝜀
(1− 𝛼) (1 + 𝜀); (23)
𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑙 (︀𝑑𝑖𝑠𝑡𝑘 (𝑧,Γ0) , 𝐵1)︀ , (24)
𝑙 =
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1) (1− 𝛿 + 𝑘)
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)𝛼 + (5− 3𝛼 + 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2) (1− 𝛿 + 𝛼1) ,
𝛿 − 1 < 𝑘 < 4𝛼 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)
5− 3𝛼 + 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2 + 𝛼1;
ãäå 𝛿, 0 < 𝛿 < 1 , - ôèêñèðîâàííàß êîíñòàíòà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà, íàìè áûëî ïîëó÷åíî
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (14) äëß ïðîèçâîäíîé 𝑣𝑧𝑧 (𝑧), â êîòîðîì
𝑓(𝑧) := 𝑣𝑥(𝑧)
𝑞*𝑦(𝑧)− 𝑝*𝑥(𝑧)
𝑝*(𝑧)
− 𝑣𝑦(𝑧)
𝑞*𝑥(𝑧) + 𝑝
*
𝑦(𝑧)
𝑝*(𝑧)
,
𝑝* (𝑧) := − 𝑝 (𝑧)
𝑝2 (𝑧) + 𝑞2 (𝑧)
, 𝑞* (𝑧) :=
𝑞 (𝑧)
𝑝2 (𝑧) + 𝑞2 (𝑧)
,
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è 𝐺 (𝑧) - àíàëèòè÷åñêàß â êðóãå 𝐵1 ôóíêöèß.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (22) è (23) ñîâïàäàþò ïðè 𝛼1 = 0 è
𝛼 =
3 + 10𝜀
5 + 8𝜀 + 5𝜀2
.
Òàêæå â ãëàâå 3 èññëåäóþòñß êâàçèêîíôîðìíûå â ñðåäíåì îòîáðàæåíèß
𝑤 (𝑧) êîëåö 𝐶𝑟1. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Áåëüòðàìè:
𝑤𝑧 = −𝑞𝑒2𝑖𝜙𝑤𝑧, 0 < 𝑞0 ≤ 𝑞 < 1. (25)
Èñïîëüçóß èçâåñòíóþ òåîðåìó Ï. Ï. Áåëèíñêîãî î êâàçèêîíôîðìíûõ â
ñðåäíåì îòîáðàæåíèßõ êîëåö, íàìè áûëà ïîëó÷åíà
Òåîðåìà 8. Â êëàññå îòîáðàæåíèé 𝑤 : 𝐶𝑟1 → 𝐶𝜌1, óäîâëåòâîðßþùèõ óðàâ-
íåíèþ Áåëüòðàìè (25), êâàçèêîíôîðìíûå â ñðåäíåì îòîáðàæåíèß ñ õàðàêòå-
ðèñòèêîé 𝑞 (𝑟) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, îíè è òîëüêî îíè, ïåðåâîäßò â ýêñòðåìàëüíîì ñìûñëå
êîëüöî 𝐶𝑟1 â êîëüöî 𝐶𝜌1, ïðè ýòîì ëþáîå êîëüöî 𝐶𝑡1, 𝑟 < 𝑡 < 1, ïåðåâîäèòñß â
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó êîëüöî òàêæå ýêñòðåìàëüíûì îáðàçîì.
Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëßþòñß îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé âûðîæäà-
þùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñóùåñòâëßþùèõ òîïîëîãè÷åñêèå îòîá-
ðàæåíèß êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, êîòîðûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
âïëîòü äî âòîðîãî ïîðßäêà îáëàäàþò èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèßìè
òèïà È. Í. Âåêóà è J. J. Gergen, F. G. Dressel.
2. Îáîáùåí ðåçóëüòàò È. Í. Âåêóà î ïîâåäåíèè èíòåãðàëîâ òèïà 𝐼𝛼𝛽 íà ñëó-
÷àé ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïëîòíîñòüþ, íåîãðàíè÷åííîé â ãðàíè÷íîé
òî÷êå 𝑧0 è íà ãðàíè÷íîé äóãå Γ0 êðóãà 𝐵1.
3. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèß âûðîæäàþùèõñß ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñó-
ùåñòâëßþùèå òîïîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðóãà 𝐵1 íà ñåáß, ïðèíàä-
ëåæàò êëàññè÷åñêèì è âåñîâûì ñåìåéñòâàì ïðîñòðàíñòâ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà.
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